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Введение. 

Возросшие запросы производства и экономики, развитие информацион-

ных систем и технологий предъявляют все большие требования к процессу 

принятия решений и управления в различных областях человеческой дея-

тельности. При создании систем поддержки принятия решений активно ис-

пользуется аппарат теории игр. При этом очень актуальна проблема разра-

ботки эффективных алгоритмов для поиска оптимальных стратегий в игро-

вых моделях. На практике требуется, чтобы алгоритмы были способны обра-

батывать большое количество информации в режиме реального времени. 
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Среди направлений теории игр особое место занимают кооперативные 

игры, например, в разработке оптимальных стратегий производства, безопас-

ности систем, эффективной ценовой политики и др. В кооперативной игре 

игроки имеют возможность принимать совместные решения и, в некоторых 

случаях, перераспределять выигрыши между собой. В ней задаются возмож-

ности и предпочтения различных групп игроков (коалиций), для которых 

строятся оптимальные стратегии и задаются распределения между ними 

суммарных выигрышей. Результатом решения кооперативной игры являются 

оптимальная коалиция, в которую следует вступить игрокам, их оптималь-

ные смешанные стратегии и выигрыш коалиции. Особого внимания заслужи-

вают задачи игрового моделирования. Примером подобной задачи может 

быть моделирование конкурентного рынка в различных отраслях, где игроки 

имеют возможность объединяться в коалиции, конкурировать за соответст-

вующие ниши рынка. 

Разработка параллельных алгоритмов для решения задач теории игр – 

новое направление в алгоритмической теории игр. На сегодняшний день 

имеются лишь единичные публикации в этой области, например работы 

Уиджера и Гросу для некооперативных игр [1, 2, 3]. Для решения коопера-

тивных игр параллельные алгоритмы пока не разработаны. 

Существуют различные способы решения кооперативных игр, например: 

решение на основе функции полезности Неймана-Моргенштерна, решение 

игры в виде C-ядра и в стратегиях угроз, однако эти подходы не определяют 

оптимальных стратегий игроков внутри коалиций. А решение игры в виде С-

ядра дает целое множество допустимых решений, не определяя оптимально-

го решения. Кроме того, эти подходы рассматривают кооперативные игры на 

основе характеристических функций и опускают способы получения значе-

ний характеристической функции, что само по себе является отдельной и 

трудоемкой задачей. 

Как видно, решение задач кооперативных игр процесс трудоемкий, и, с 

увеличением числа игроков, трудоемкость решения задачи только повышает-

ся [9]. 

1. Алгоритм решения кооперативной игры, заданной биматричны-

ми играми.  

Кооперативной игрой [4-6, 9, 14, 17] n лиц называется игра вида 
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=(N,v), где N={1,2,...,n} – множество игроков, которым разрешено вести пе-

реговоры и объединяться в коалиции, а v:2
N

R – характеристическая функ-

ция, определяющая наибольший уверенно получаемый выигрыш v(K) для 

каждой возможной коалиции K N [7]. 

Обозначим через N множество всех игроков, N={1,2,...,n}, а через K – 

любое его подмножество. Пусть игроки из K договариваются между собой о 

совместных действиях и, таким образом, образуют одну коалицию. Образо-

вав коалицию, множество игроков K действует как один игрок против ос-

тальных игроков, и выигрыш этой коалиции зависит от применяемых страте-

гий каждым из n игроков. 

Функция v, ставящая в соответствие каждой коалиции K наибольший, 

уверенно получаемый ею выигрыш v(K), называется характеристической 

функцией игры [9]. Всего значений характеристической функции может быть 

2
n
, по количеству коалиций, причем коалиция с номером 0 является пустой 

коалицией, то есть состоящей из пустого множества игроков, и ее выигрыш 

по условию всегда равен нулю. 

В большинстве работ рассматриваются только классические коопера-

тивные игры, при этом в них не приводится способ получения значений ха-

рактеристических функций. При этом считается, что значения характеристи-

ческих функции заранее известны, либо их можно легко получить на основа-

нии какой-либо информации об игроках. 

Но, в общем случае, это не так. В практике принятия решений заранее 

неизвестны значения характеристических функций, имеется только предпо-

лагаемое множество стратегий игроков, то есть их возможные действия, ко-

торые приводят к получению прибыли или приводят к убыткам. И в таких 

случаях получение значений характеристических функций становится слож-

ной и трудоемкой задачей. 

Одним из способов решения этой задачи является использование бимат-

ричных игр. При этом кооперативная игра задается множеством биматрич-

ных игр между каждой парой игроков. Данный подход позволяет вычислить 

значения характеристической функции. 

Назовем систему b={N,B}, состоящую из множества игроков N и набора 

биматричных игр B={Bxy,x N,y N,x y}, кооперативной игрой на основе би-

матричных игр. Для решения такой игры необходимо иметь или составить 
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исходный набор биматричных игр.  

Легко увидеть, набор биматричных игр будет состоять из n·(n-1) матриц, 

как набор размещений из n по 2. 

Оговоримся сразу, что количество стратегий всех игроков одинаково и 

равно k, в противном случае можно добавить пустые «фиктивные» стратегии. 

Набор биматричных игр B строится исходя из исходных данных задачи 

для каждой пары игроков x,y N  в виде матрицы размера k k: 

kkkk

k

k

xy

bbb

bbb

bbb

B

...

............

...

...

21

22221

11211

, 

где элементы матрицы ),1,( kjibij  – выигрыши игрока x, при выборе иг-

роком x стратегии i, в игре с игроком y, при выборе игроком y стратегии j. 

Согласно [9, 10, 14], характеристическая функция для коалиции S опре-

деляет максимальный уверенно получаемый ею выигрыш. Значение характе-

ристической функции можно находить как значение цены матричной игры 

коалиции S [8, 13, 15, 16]. Но так как рассматривается кооперативная игра и 

игрокам разрешено действовать совместно, то можно также рассматривать 

совместно действия коалиции и антикоалиции. В результате чего получаем 

биматричную игру, заданную матрицами ASP и APS, коалиции S N и антикоа-

лиции P=N-S={p N,p S}, которая строится на основании исходных бимат-

ричных игр. 

При этом выигрыш коалиции S в этой биматричной игре будет равен 

значению характеристической функции для данной коалиции S, а выигрыш 

антикоалиции P будет равен значению характеристической функции для 

данной коалиции P. 

Матрицы биматричной игры ASP, APS
T
 коалиции S в игре с антикоалицией 

P будут иметь размер: 

k
m
  k

n-m
, 

где k – количество стратегий одного игрока, а m – количество игроков в 

текущей коалиции S. Такой размер матриц обусловлен тем, что матрицы ASP 

строятся на основании комбинированных стратегий коалиций S. 

Матрицы матричной игры ASP будут иметь следующий вид [12]: 
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mnmmm

mn

mn

kkkk

k

k

SP

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

, при 0 < m≤ n, 

где aij - выигрыш игроков коалиции S в игре с антикоалицией P, причем i 

и j – комбинированные стратегии коалиций. 

Элемент aij вычисляется по следующему алгоритму:  

1) из номера комбинированной стратегии коалиции S, равного i, отни-

мают 1 и переводят из десятичной системы счисления в систему счисления 

по основанию k (количество стратегий каждого игрока) записанную в обрат-

ной последовательности, обозначим такую систему счисления как система 

счисления по основанию k’, получившееся число имеет вид:  

')()1( 1110 kmm ccci   

где ),1(1 mvcv
 – стратегия v-го игрока коалиции S. 

2) из номера комбинированной стратегии антикоалиции P равного j от-

нимают 1 и переводят из десятичной системы счисления в систему счисления 

по основанию k, получившееся число имеет вид:  

')()1( 1110 kmnmn cccj   

где ),1(1 mnwcw
 – стратегия w-го игрока антикоалиции P. 

3) на основании найденных стратегий каждого игрока для игровой си-

туации (i, j) находят значение выигрыша коалиции S при игре против анти-

коалиции P: 

PySxBb
cc

yxSyxBb
ccij

xyycxc

yx

xyycxc

yx
bba

,,,,,

 

В результате мы получаем биматричную игру, в которой участвуют 2 

игрока: коалиция и антикоалиция.  

Решение этой биматричной игры позволяет получить значения харак-

теристической функции v(S) и v(P) для коалиции S и антикоалиции P соот-

ветственно. Пусть у первого игрока имеется m стратегий i = 1, 2, …, m, у вто-

рого игрока имеется n стратегий j = 1, 2, …, n. Выигрыши первого и второго 

игроков соответственно задаются матрицами: 
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A
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21

22221

11211

, 

mnmm

n

n

bbb

bbb

bbb

B

...

............

...

...

21

22221

11211

 

Вектора вероятностей x=(x1, x2,…, xm) и y=(y1, y2,…, yn) применения иг-

роками своих чистых стратегий. Тогда средние выигрыши первого и второго 

игроков соответственно равны: 

m

i

n

j
jiij yxayxAH

1 1
1 ),,(  

m

i

n

j
jiij yxbyxBH

1 1
2 ),,(  

Ситуация равновесия для биматричной игры составляет пару (x, y) та-

ких смешанных стратегий первого и второго игроков, которые удовлетворя-

ют неравенствам: 

miyxAHya
n

j
jij ,...,1),,,(1

1

 

njyxBHxb
m

i
iij ,...,1),,,(2

1

 Учитывая, что вектора x и y являются векторами вероятности, то для оп-

ределения ситуации равновесия необходимо решить следующую систему: 

njy

mix

y

x

njyxBHxb

miyxAHya

j

i

n

j
j

m

i
i

m

i
iij

n

j
jij

,...,1,0

,...,1,0

1

1

,...,1),,,(

,...,1),,,(

1

1

2
1

1
1

 

Рассмотрим подход к решению полученной биматричной игры. Так как 
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перебор векторов x и y аналогичны, то рассмотрим его на примере вектора x.  

Компоненты вектора удовлетворяют уравнению гиперплоскости 

m

i
ix

1

1 и при этом должны оставаться положительными, то есть мы имеем 

область гиперплоскости ограниченную отрезками соединяющие точки пере-

сечения этой плоскости с осями координат. Назовем эти точки Vi. Радиус-

вектора представленные этими точками будут иметь единичную длину, и ле-

жать на осях координат m-мерного  пространства. 

Для получения всех точек лежащих на гиперплоскости, достаточно ин-

терполировать m-1 не коллинеарных векторов принадлежащих ей: 

i

m

i
i tVVVV

1

1
111 )(

 

где ti – параметры интерполяции. Причем если ti [0,1], то точки будут 

лежать внутри области сформированной векторами Vi+1-V1. При этом возни-

кают отрицательные значения первой компоненты. Поэтому при реализации 

перебора, происходит проверка первой компоненты на отрицательность, и 

такие вектора отсеиваются. 

Таким образом, перебору подлежат m-1 переменная, каждая из которых 

лежит в диапазоне [0, 1]. 

Введем обозначения: 

nmmmkyxBHxbE

mkyxAHyaE

m

i
imkik

n

j
jkjk

,...,2,1),,,(

,...,2,1),,,(

2
1

)(

1
1

 

0,0

0,

k

kk
k

E

EE
E

 

В программе вводится функция ошибки, которая выглядит следующим 

образом: 

nm

k
kEBAyxe

1

),,,(
 

В программе перебор происходит в несколько этапов. Задается доста-

точно большой начальный шаг перебора, вычисляются вектора x и y, для ка-

ждой такой пары вычисляется значение функции ошибки. При этом отсеива-
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ются точки, в которых эти значения максимально близки к 0. Далее поиск 

продолжается при значениях параметров ti, лежащих вблизи найденной точ-

ки. Так продолжается до тех пор, пока функция ошибки не станет меньше ка-

кого-то наперед заданного значения. 

Как видно, нахождение значений каждой характеристической функции 

для каждой пары коалиции и антикоалиции, то есть решение каждой бимат-

ричной, независимы и могут выполняться параллельно. Исключение состав-

ляет случай, когда в коалицию входят все игроки, в этом случае рассматрива-

ется только матричная игра. 

3. Заключение 

В работе рассмотрен подход к решению задачи нахождения значений 

характеристической функции кооперативной игры, заданной множеством 

биматричных игр, с помощью решения биматричных игр взаимодействия 

каждой пары коалиции и антикоалиции. 
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